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Состояние атмосферного воздуха в городе рассматривается как система, которая может 

находиться в одном из 4 несовместных состояний. Поведение системы описывается однородной 

марковской цепью. Элементы матрицы вероятностей перехода определяются по агрегирован-

ной информации. В качестве исходных данных используются еженедельные сводки о концен-

трациях диоксида азота в атмосфере г. Красноярска, выпускаемые Центром по мониторингу за-

грязнения окружающей среды. Для решения задачи используется метод наименьших квадратов 

с ограничениями.  
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Введение 

Оценка состояния воздушной среды больших городов,  представляет собой 

актуальную задачу. Методики прогноза состояний городской атмосферы  базиру-

ются на различных математических моделях, использующих  как аппарат диффе-

ренциальных уравнений, так и вероятностно-статистические методы  [1,2]. 

В данной статье предлагается использовать марковские цепи для прогноза 

состояний воздушной среды города. Методики, основанные на цепях Маркова, 

позволяют оценивать вероятностные параметры состояния объекта исследования 

при различных интервалах осреднения, как по времени, так и по пространству.  

В качестве статистической информации использовались официальные дан-

ные территориального Центра по мониторингу загрязнения окружающей среды в 

г. Красноярске, основанные на показаниях стационарных районных постов. Схема 

их размещения приведена в [3]. В еженедельной справке по районам города при-

водится перечень загрязняющих веществ в атмосферном воздухе, превысивших 

значения предельно допустимых максимально разовых концентраций (ПДКмр) в 

течение недели, и указывается величина зафиксированных максимальных выбро-

сов в единицах ПДКмр. 
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Для анализа экологической безопасности воздушного пространства города 

был выбран  диоксид азота NO2, который является одним из основных загрязни-

телей воздуха. Нами были проанализированы статистические ряды еженедельных 

наибольших величин концентраций диоксида азота, превышающих ПДКмр, за пе-

риод с 2001 по 2009 г. Данные за 2001-2005 гг. были пересчитаны с учетом нового 

значения ПДКмр, так как с 1 февраля 2006 г. оно составляет 0,2 мг/м
3
 вместо 

прежнего 0,085 мг/м
3 

[4]. В соответствии с данным документом изменился и класс 

опасности диоксида азота – вместо II он стал относиться к III классу опасности. 

Гигиеническое обоснование этих изменений приведено в [5]. 

На рисунке в качестве примера показано распределение выбросов диоксида 

азота, зафиксированных в Центральном районе города Красноярска за рассматри-

ваемый период. 

 

 

Рис. 1. Концентрации диоксида азота, зафиксированные в Центральном районе г. Красноярска 

  

В этом административном районе практически отсутствуют промышленные 

предприятия, но территория перегружена автомобильным транспортом.  

1. Математическая постановка задачи 

Будем считать, что атмосферный воздух представляет собой систему S(t), 

принимающую в момент времени t какое-либо из возможных состояний. В каче-

стве состояния системы примем событие, заключающееся в том, что в течение не-

дели в городе фиксировались выбросы диоксида азота из некоторого интервала  

значений концентраций. Разобьем совокупность всевозможных состояний систе-

мы на дискретные состояния sj, j=1,…,4. Под малоопасным состоянием s1 понима-

ется состояние, в котором концентрация диоксида азота не превышает в течение 

недели 1 ПДКмр; умеренно опасным состоянием s2 – 2 ПДКмр; опасным состояни-

ем s3 - 3 ПДКмр; очень опасным состоянием s4 – свыше 3 ПДКмр. В основу данного 

разбиения положена классификация, принятая в [6]. 

Предположим, что случайные переходы системы из одного состояния в дру-

гое происходят только в определенные моменты времени t0, t1, t2, …, tm…, тогда 
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последовательность переходов системы из одного состояния в другое будет пред-

ставлять собой марковскую цепь [7]. В качестве tm примем время составления 

еженедельного отчѐта о состоянии атмосферы в городе. Моменты времени t0, t1, 

t2,… представляют собой шаги процесса: t0=0, t1=1, …, tm=m,… и в нашем случае 

являются порядковыми номерами недель. 

Условную вероятность того, что в момент m+1 система будет находиться  в 

состоянии sj, если в момент m она находилась в состоянии si, определим следую-

щим образом: 

.4,...,1,},)()1({)1(  jismSsmSPmp ijij                                  (1) 

Вероятности pij(m+1) являются переходными вероятностями марковской це-

пи на m+1 шаге. Из определения марковской цепи следует, что для неѐ вероят-

ность перехода системы S(t) в состоянии sj на m+1 шаге зависит только от того, в 

каком состоянии si находилась система  на предыдущем m-м шаге и не зависит от 

того, как она вела себя до этого m-го шага.  

Переходные вероятности pij(m+1) можно записать в виде матрицы размерно-

сти 4х4: 
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Так как на каждом шаге система S(t)  может находиться только в одном из 

взаимно исключающих состояний, то для любой i-й строки матрицы (2) выполня-

ется условие 
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Также предположим, что условная вероятность зависит только от состояний 

и не зависит от времени, тогда в матрице (2) элементы pij будут стационарными 

вероятностями перехода из состояния si в состояние sj. В этом случае цепь Марко-

ва – однородная. Она  определится матрицей вероятностей перехода  

.
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Вероятность того, что система S(t) на m+1 шаге будет находиться в состоянии 

sj, определится по рекуррентной формуле 

4...,,1...;,1,0,)()1(
1
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n

i
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Обычно для систем, состоящих из объектов массового производства, вероят-

ности перехода оцениваются по результатам большого количества наблюдений за 
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однотипными изделиями. В данном случае имеется только агрегированная ин-

формация в виде относительных частот состояний (количество пунктов наблюде-

ний, фиксирующих уровень концентрации NO2 , соответствующий i-му состоянию 

атмосферного воздуха, отнесенное к общему числу пунктов наблюдений) в каж-

дый из моментов времени m. Тогда выборочные наблюдения за состоянием атмо-

сферы удовлетворяют стохастическому уравнению [8] 

).1()()1(
4

1

 
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i

jij uyy                                          (6) 

Здесь yi(m) –  вектор наблюдавшихся частот появления состояния si (доля 

пунктов наблюдений, зафиксировавших состояние атмосферного воздуха  si в не-

делю  m); yj(m+1) – вектор наблюдаемых частот появления состояния sj (доля 

пунктов наблюдений, зафиксировавших  состояние атмосферного воздуха sj в не-

делю m+1); uj(m+1) – вектор случайных ошибок. 

В матричной форме уравнение (6) имеет вид 

jjj upy  jX ,                                                         (7) 
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M – длина выборки (количество недель, в течение которых велись наблюдения за 

состоянием атмосферы). 

Расписав (7) по компонентам, получим четыре системы уравнений  

 

yi(1)= yi(0)∙p1i + y2(0) ∙p2i + y3(0) ∙p3i + y4(0) ∙ p4i+ui(1) 

yi(2)= yi(1) ∙p1i + y2(1) ∙p2i + y3(1) ∙p3i + y4(1) ∙ p4i+ui(2) 

..…………………………………………………….……. 

yi(M)=yi(M-1) ∙p1i+y2(M-1) ∙p2i+ y3(M-1) ∙p3i+ y4(M-1) ∙ p4i+ui(M), 

 

где i=1,…,4. 

2. Метод решения 

Вероятности pij определяются по методу наименьших квадратов с ограниче-

ниями, так как обычные оценки по методу наименьших квадратов могут не удов-

летворять условиям 

4,...,1,,10  jipij .                                               (8) 

В силу равенства (3), условия   
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выполняются автоматически. 
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В методе наименьших квадратов с ограничениями требуется найти минимум 

функции 
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при условиях (8) и (9) [8]. 

Функция (10) представляет собой квадратичную форму 
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Коэффициенты aik образуют матрицу ika ; коэффициенты j

ib  – векторы 1
b , 

2
b , 3

b , 4
b ; коэффициенты jc – свободные члены с

1
, с

2
,
 
с

3
, с

4
. 

Задача о нахождении минимума квадратичной формы (11) с линейными ог-

раничениями (8) относится к типичным задачам квадратичного программирова-

ния.  

Среднеквадратическая ошибка аппроксимации переходных вероятностей pij 

определяется по формуле 

Mmu
M

m

jj /)(
1

2


 ,                                                           (14) 

где )(mu j  - компоненты вектора случайных ошибок, определяемые из уравнения 

(7),  j=1,…,4. 

3. Результаты и выводы 

В результате расчѐтов были получены матрицы вероятностей перехода для 

каждого года наблюдений. Ниже приведены матрицы перехода, полученные для 

2001, 2005, 2008 и 2009 гг.: 
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;
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p .
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Значения среднеквадратической ошибки аппроксимации переходных вероят-

ностей pij, вычисленные по формуле (14), не превысили 14% для периодов 2001-

2007 и 2009 гг., а для 2008 г. – 27%. 

Вероятности состояний, подсчитанные по формуле (5) при начальных усло-

виях: p1=1, p2=0, p3=0, p4=0, приведены в таблице. 

 

Вероятности наступления состояний воздушной среды 

Год 
Значения вероятностей 

p1 p2 p3 p4 

2001 0,89 0,09 0,01 0,01 

2002 0,93 0,05 0,01 0,01 

2004 0,93 0,05 0,01 0,01 

2005 0,84 0,13 0,02 0,01 

2006 0,91 0,08 0,01 0,00 

2007 0,92 0,08 0,00 0,00 

2008 0,71 0,25 0,02 0,02 

2009 0,89 0,07 0,02 0,01 

 

Из анализа результатов можно сделать следующие выводы: 

1. Для всех лет наблюдений значение р1 близко к 0,9, что говорит об устой-

чивом малоопасном состоянии атмосферного воздуха по концентрации диоксида 

азота вблизи стационарных пунктов наблюдений и современных нормативных 

значениях ПДКмр.  

2. Наиболее неблагоприятным был 2008 г., когда с вероятностью 0,25 воз-

душная среда находилась в опасном состоянии (р3=0,25). Как видно из рисунка, в 

этом году фиксировались наибольшие концентрации диоксида азота. 

3. Значения р3i и р4i для матрицы перехода в 2001 г., р4i для матрицы перехода 

в 2009 г. близки к 1/4. Равновероятное наступление событий говорит о том, что 

опасные и очень опасные состояния в эти годы были редкими событиями. 

4. В матрицах перехода для 2008 и 2009 гг. вероятности перехода, равные 1, 

свидетельствуют об однозначном переходе в соответствующее состояние, оце-

ненное по наблюдавшимся реализациям.  
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